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Abstrak: Penalaran matematis merupakan suatu kemampuan yang harus dimiliki oleh
siswa dalam belajar matematika karena penalaran dan matematika merupakan satu
kesatuan yang tidak terpisahkan. Penalaran matematis digunakan untuk menarik suatu
kesimpulan dengan benar berdasarkan fakta-fakta atau bukti-bukti yang ada. Pada
dasarnya semua materi matematika dapat dikembangkan untuk meningkatkan
kemampuan penalaran matematis, antara lain materi persamaan kuadrat. Kajian ini
bertujuan untuk mendeskripsikan penalaran matematis pada materi persamaan kuadrat
untuk siswa SMA. Kemampuan penalaran matematis pada materi persamaan kuadrat
dapat dikembangkan dengan empat indikator yaitu: siswa mampu mengidentifikasi
bentuk, siswa mampu membuat dugaan, siswa mampu memberikan argumen, dan siswa
mampu menarik suatu kesimpulan yang berkaitan dengan persamaan kuadrat. Deskripsi
pengembangan penalaran ini dapat dijadikan sebagai alternatif pengembangan penalaran
matematis agar siswa mampu memahami dan menguasai materi tersebut dengan dilandasi
penalaran. Selain itu, adanya peran guru dalam mengembangkan penalaran diharapkan
mampu meningkatkan kemampuan penalaran matematis siswa.

Kata kunci: penalaran matematis, persamaan kuadrat, metode penyelesaian.

Beecher, dkk (2006) menyatakan bahwa dalam menentukan akar-akar persamaan kuadrat
menggunakan tiga metode yaitu, metode pemfaktoran, metode menyempurnakan kuadrat dan
metode rumus kuadratik. Ketiga metode ini memiliki langkah-langkah yang berbeda-beda,
sehingga siswa diharapkan memahami dan mengerti metode-metode penyelesaian persamaan
kuadrat. Hal ini perlu diketahui oleh siswa supaya ketika siswa mendapatkan suatu permasalahan
yang berkaitan dengan persamaan kuadrat, siswa dapat mendapatkan selesaian yang tepat dengan
menggunakan metode penyelesaian yang mereka kuasai.

Terkadang terdapat guru yang hanya fokus menjelaskan satu diantara ketiga metode
penyelesaian persamaan kuadrat. Hal ini diungkapkan oleh Lima dan Tall (2010) yang
mengatakan bahwa siswa seharusnya diperkenalkan ketiga metode penyelesaian persamaan
kuadrat namun terdapat guru yang hanya mengajarkan satu metode dalam menyelesaikan masalah
persamaan kuadrat. Dengan demikian siswa tidak menguasai dan memahami metode lainnya.
Dalam memahami suatu materi matematika diperlukan penalaran.

Penalaran merupakan salah satu kegiatan yang harus dilakukan siswa yang diharapkan
pada kurikulum 2013. Dengan kegiatan bernalar, siswa dapat memahami materi-materi yang
disampaikan oleh guru. Hal tersebut juga diungkapkan oleh Sidenvall, dkk (2015) dan Jader, dkk
(2016) yang mengatakan bahwa pada setiap tingkat pemahaman matematika terdapat penalaran
matematis. Menurut Shadig (2004) materi matematika dan penalaran matematis tidak dapat
dipisahkan karena materi matematika dipahami melalui penalaran dan sebaliknya. Sedangkan
menurut para ahli matematika, mengembangkan kemampuan matematika siswa melibatkan
penyatuan habitat matematika dalam pikiran atau otak yang mempromosikan tidak hanya
kemampuan prosedural tetapi juga pemahaman konseptual, penalaran adaptif, dan kompetensi
strategi. (Cuoco, dkk. dalam Bieda, dkk., 2013).

Oleh karena itu, peneliti ingin mengembangkan penalaran matematis siswa dalam materi
persamaan kuadrat. Pengembangan ini didasarkan pada NCTM tahun 2000 dan penelitian-
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penelitian sebelumnya yang disesuaikan dengan materi persamaan kuadrat. Dengan demikian,
peneliti merancang bagaimana mengembangkan penalaran matematis siswa SMA pada materi
persamaan kuadrat. Tujuan penelitian ini adalah mendeskripsikan penalaran matematis siswa
SMA pada materi persamaan kuadrat. Hal ini diteliti agar setiap guru atau pembaca sebelum
mengajarkan suatu materi, siswa terlebih dahulu mengetahui dan merancang bagaimana
penalaran siswa SMA pada materi persamaan kuadrat. Agar dalam kegiatan pembelajaran
mendapatkan hasil yang maksimal.

PEMBAHASAN

Pada bagian ini ada beberapa hal yang akan dibahas dan dikaji yang berkaitan dengan
penalaran matematis siswa dalam materi persamaan kuadrat.
a. Penalaran Matematis

Definisi penalaran menurut OALD (2016) adalah proses berpikir segala hal yang masuk
akal atau ide-ide yang didasarkan pada pemikiran yang masuk akal. Dengan demikian dapat
diketahui bahwa suatu kegiatan yang tidak hanya berpikir saja tetapi harus dilandasi pemikiran
yang masuk akal. Umay (2003) berpendapat bahwa penalaran merupakan proses mencapai
kesimpulan dengan memperhatikan faktor-faktor yang berhubungan. Hal ini dapat dipahami
bahwa untuk mencapai suatu kesimpulan diperlukan bukti, prinsip, atau faktor-faktor yang
semuanya berhubungan dengannya.

Menurut Sumpter (2015) penalaran merupakan suatu garis pemikiran. Sedangkan Lithner
(2003), Boesen, dkk (2010), dan Sidenvall, dkk (2015) berpendapat bahwa penalaran merupakan
garis pemikiran atau cara berpikir untuk mendapatkan suatu pernyataan dan kesimpulan. Lithner
(2003) juga menambahkan bahwa kegiatan ini tidak selalu didasarkan pada logika deduktif
formal. Hal ini juga diperkuat oleh Sumpter (2015) penalaran yang dimaksud tidak terbatas
penalaran deduktif matematika atau bukti-bukti, akan tetapi pemikiran yang logis juga dikatakan
penalaran. Hal ini dapat diketahui bahwa selama pemikiran atau cara berpikir diterima oleh akal
maka disebut penalaran.

Bieda, dkk. (2013) menyatakan bahwa penalaran mencakup keterlibatan dalam proses
dalam rangka menggeneralisasikan fenomena matematika dan atau dugaan tentang hubungan-
hubungan matematis, proving mencangkup memeriksa kebenaran klaim matematis untuk domain
dimana klaim tersebut diaplikasikan dengan menggunakan penalaran valid secara logis. Sehingga
penalaran memiliki peran penting dalam matematika. Hal ini juga diungkapkan oleh Reiss, dkk,
(2008) yang mengatakan bahwa dalam matematika, penalaran memiliki peran khusus. NCTM
(2008) menjelaskan bahwa peran penalaran dalam matematika ketika pengambilan suatu
keputusan.

Standar penalaran pada NCTM (2000) dijelaskan bahwa siswa seharusnya dapat
mengenal penalaran dan pembuktian sebagai aspek dasar matematika, membuat dan menyelidiki
dugaan-dugaan matematika, mengembangkan dan mengevaluasi argument dan pembuktian
matematika, memilih dan menggunakan berbagai tipe penalaran dan metode pembuktian.
Keempat standar ini menjadi pedoman dalam mengembangkan kemampuan penalaran di setiap
jenjang.

Dalam melaksanakan standar tersebut, diperlukan peran guru sehingga kemampuan
penalaran siswa dapat ditingkatkan. Terdapat tiga peran utama guru (NCTM, 2000) yaitu,
pertama, guru melibatkan siswa secara rutin dalam berpikir dan bernalar dalam kelas. Kedua, guru
merancang dan memilih tugas-tugas siswa. Menurut Kuchemann (2006) untuk mengembangkan
penalaran matematis siswa diperlukan faktor-faktor yang berpotensi yaitu peran guru dan suatu
lembaga pembelajaran. Pengetahuan guru sangat penting untuk menyusun tugas yang sesuai
dalam meningkatkan kemampuan penalaran siswa (Stylianides, 2006). Ketiga, guru sebagai
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monitor perkembangan kecakapan penalaran siswa. Guru perlu mengetahui beberapa cara untuk
membuktikan suatu pernyataan agar dapat mengevaluasi argumen-argumen siswa yang berbeda
dan mengembangkan pembuktian pada level dimana siswa mereka berada. Pembuktian dapat
menggunakan bahasa sehari-hari, menggunakan aljabar, dan menggunakan gambar (Stylianides,
2006).
b. Materi Persamaan Kuadrat

Dalam kajian ini materi yang digunakan adalah persamaan kuadrat satu variabel.

Persamaan kuadrat merupakan suatu persamaan yang equivalen dengan ax® +bx+c =0 dengan
a =0 serta a, b, dan ¢ merupakan bilangan real (Navedtra, 2003) dan (Beecher, 2006). Menurut

Beecher (2006) persamaan kuadrat yang ditulis dalam bentuk ax® +bx+c =0 dapat disebut
bentuk baku dari persamaan kuadrat. Dalam memecahkan atau menyelesaikan suatu masalah
persamaan kuadrat menggunakan dua prinsip yaitu prinsip perkalian nol dan prinsip akar kuadrat.
Prinsip perkalian nol yaitu “jika ab=0 benar, maka a=0 atau b=0, dan jika a=0 atau b=0, maka

ab=0". Sedangkan prinsip akar kuadrat yaitu “jika x? =k, maka X = ﬁ atau X = —ﬁ ” . Dalam
menentukan akar-akar persamaan kuadrat menggunakan beberapa cara atau metode. Metode-
metode tersebut diantaranya yaitu metode pemfaktoran, melengkapkan kuadrat sempurna dan
rumus kKuadratik.

c. Penalaran Matematis Dalam Materi Persamaan Kuadrat

Penalaran matematis merupakan proses bernalar, memahami ide-ide matematika dan
konsep yang melekat yang sesuai dengan prosedur (Bieda, dkk, 2013). Kilpatrick, Swafford &
Findell (2001) menyatakan bahwa penalaran matematis mengarah pada kemampuan dalam
memformulasikan dan menggambarkan masalah matematika yang diberikan, menjelaskan serta
membenarkan solusi atau argumen. Untuk mengembangkan penalaran matematis dalam suatu
materi matematika diperlukan indikator-indikator penalaran.

Menurut Sacramento (2008) indikator dalam penalaran matematis adalah, recognizing
and generalizing patterns, identifying and organizing relevant information, serta validating
conjectures both inductively and deductively. Sedangkan Canadas & Castro (2007) menyatakan
bahwa indikator penalaran matematis yaitu observation of particular cases, organization of
particular cases, conjecture formulation, conjecture validation, conjecture generalization, dan
general conjecture justification. Dengan demikian, dapat diketahui bahwa setiap penelitian yang
berkaitan dengan penalaran menggunakan indikator-indikator yang sesuai dengan apa yang
diteliti.

Indikator-indikator lain dalam penelitian tentang penalaran matematis yaitu menurut
Stylianides (2008) adalah identifying a pattern, making a conjecture, dan providing argument.
Dalam penelitian yang dilakukan Siskawati (2014) indikator-indikator penalaran matematis yang
digunakan yaitu mengumpulkan fakta-fakta, melakukan analisis, menyusun argumen, dan
memvalidasi kesimpulan. Lithner (2003) menggunakan empat indikator untuk mengetahui
penalaran matematis yaitu memahami masalah. Dalam memahami masalah, siswa memahami
masalah yang dihadapinya tetapi masalah tersebut belum jelas bagaimana cara menyelesaikannya.
Kedua, memilih stategi penyelesaian. Ketika siswa telah memahami masalah dengan baik, siswa
diharapkan untuk memilih strategi yang dapat memecahkan masalah. Pilihan ini dapat didukung
dengan suatu dugaan awal. Ketiga, melaksanakan strategi. Dalam melaksanakan suatu strategi ini
dapat didukung oleh argumen-argumen untuk tujuan verifikasi. Keempat, menarik kesimpulan.
siswa menarik kesimpulan hasil penyelesaian yang dilakukan. Sehingga kesimpulan yang
didapatkan merupakan selesaian dari suatu penyelesaian. Oleh karena itu, indikator penalaran
matematis yang sesuai dalam materi persamaan kuadrat adalah
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(R1) : siswa mampu mengindentifikasi bentuk

(R2) : siswa mampu membuat dugaan

(R3) : siswa mampu memberikan argumen

(R4) : siswa mampu menarik kesimpulan.

Mengidentifikasi bentuk diambil dari istilah identifying a pattern dipopularkan
Stylianides tahun 2008. Istilah ini digunakan oleh Stylianides untuk mengetahui penalaran siswa
pada masalah matematika yaitu menentukan pola pembuatan setiap gerbong kereta api. Kereta
api dengan gerbong pertama terdiri dari segi enam dan masing-masing gerbong kereta api
berikutnya ditambahkan gerbong segi enam. Berikut gambaran kereta api dibentuk.

90060000689

Train 1 Train 2 Train 3 Train 4
Gambar 1. Gerbong Kereta Api (Stylianides, 2008)

Oleh karena itu, yang dimaksud mengidentifikasi bentuk dalam materi persamaan kuadrat
adalah siswa dapat mengetahui dan menentukan bentuk persamaan kuadrat yang diberikan (R1).
Setelah itu siswa diharapkan mampu mengatasi masalah suatu persamaan kuadrat dengan
berbagai cara dan langkah-langkah penyelesaiannya. Sebaliknya, siswa tidak dapat
mengidentifikasi bentuk persamaan kuadrat, jika siswa tidak dapat mengenali, mengetahui, dan
memahami persamaan kuadrat yang diberikan. Akhirnya, siswa tidak dapat menyelesaikan
masalah persamaan kuadrat dengan berbagai metode yang telah diajarkan.

Masalah 1
Tentukan himpunan selesaian dari setiap persamaan kuadrat berikut dengan
menggunakan metode-metode penyelesaian yang anda ketahui!

a. —2x*-5x=-3
b. 6x*=—17x
c. X>=—4Ax+4

Masalah 1 ini diadaptasi dari Tampomas tahun 2006. Penalaran matematis pada masalah
ini adalah bagaimana siswa mampu mengidentifikasi setiap persamaan kuadrat dan
menyelesaiakan dengan menggunakan berbagai metode penyelesaian. Pada masalah 1 dapat
diketahui bahwa terdapat tiga persamaan kuadrat yang berbeda-beda. Siswa diharapkan dapat
menyelesaikan setiap persamaan kuadrat tersebut dengan berbagai metode penyelesian yang
mereka ketahui (R1). Dalam proses menyelesaikannya, siswa membuat dugaan berdasarkan
prosedur yang telag mereka lakukan untuk menentukan himpunan selesaiannya.

Menurut Lithner (2003) dugaan ini digunakan sebagai bahan awal dapat menyelesaikan
masalah. Dugaan tersebut terkait dengan bahan-bahan penyelesaian yang digunakan (R2).
Dugaan-dugaan yang muncul akan dipilih salah satu yang menurut mereka paling benar dengan
dilandasi pengentahuan yang mereka miliki. Jika siswa mengalami kesulitan dalam membuat
dugaan, maka siswa tidak dapat melanjutkan langkah-langkah dalam menyelesaikan masalah
persamaan kuadrat yaitu siswa tidak dapat memikirkan kemungkinan-kemungkinan yang
menurut siswa menjadi bahan awal dalam menyelesaikan masalah.
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Setelah siswa membuat dugaan, siswa melakukan langkah-langkah penyelesaian sesuai
dengan metode penyelesaian yang mereka gunakan dengan didasarkan argumen-argumen untuk
memperkuat kemungkinan yang mereka lakukan yang dianggap benar dan tepat (R3). Jader
(2016) mengatakan bahwa argumen untuk memilih strategi dan implementasinya merupakan
karakteristik dari penalaran matematis. Dengan demikian, dapat diketahui bahwa argumen sangat
penting dalam penalaran. Siswa tidak hanya mengerjakan dan menyelesaikan masalah, akan tetapi
siswa juga mampu memberikan alasan yang mereka lakukan itu masuk akal. Siswa mampu
memberikan argumennya, jika siswa dapat mengutarakan alasan demi alasan yang masuk akal
apa yang mereka lakukan didasari oleh pengetahuan. Sebaliknya, siswa tidak dapat memberikan
argumen, jika siswa tidak dapat mengutarakan alasan-alasan mengapa mereka melakukan setiap
penyelesaian masalah.

Setelah siswa menyelesaikannya dengan metode dan langkah-langkah penyelesaiannya,
siswa mendapatkan suatu kesimpulan. Kesimpulan ini merupakan selesaian yang bernilai benar
bila sesuai dengan permasalahan yang ditanyakan (R4). Siswa dapat menarik kesimpulan, jika
siswa dapat memperoleh hasil dari suatu penyelesaian dengan tepat. Dalam mencapai suatu
kesimpulan, siswa membuat hal-hal pendukung yang berupa langkah-langkah yang tepat dan
dilandasi dengan argumennya. Berikut salah satu alternatif penyelesaian masalah di atas adalah
sebagai berikut: Dengan menggunakan metode pemfaktoran, ketiga persamaan kuadrat tersebut

diubah ke bentuk bakunya yaitu ax® +bx+c=0.
a. Untuk masalah 1a

—2x* —5x=-3
& —2x* =5x+3=0 (menambahkan 3 pada kedua ruas)
< (—2x+1)(x+3)=0  (memfaktorkan)

< —2X+1=0 atau x+3=0 (menggunakan prinsip perkalian nol)
& —2X+1=0 atau x+3=0

Jadi himpunan selesaian persamaan kuadrat —2x* —5x = —3 adalalah Hs = {—3, —} :

b. Untuk masalah 1b

6x° =—17x

& 6x2+17x=0 (menambahkan 3 pada kedua ruas)

< x(6x+17)=0 (memfaktorkan)

< x=0 atau 6x+17=0 (menggunakan prinsip perkalian nol)

< x=0 atau x=—%

Jadi himpunan selesaian persamaan kuadrat 6x° = —17x adalah Hs = {—%,0}.

¢. Untuk masalah 1c

x> =—4x+4
X +4x—4=0 (menambahkan 4x-4 pada kedua ruas)
< (x+..)(x—...)=0 (memfaktorkan)

<> tidak dapat dilanjutkan.
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Dari ketiga persamaan kuadrat tersebut terdapat satu persamaan kuadrat yang sulit
diselesaian dengan menggunakan metode pemfaktoran yaitu persamaan kuadrat X* = —4x+4 .
Hal ini disebabkan sulit menentukan bilang yang memenuhinya. Sehingga persamaan kuadrat
tersebut dapat diselesaikan selain menggunakan metode pemfaktoran. Dengan menggunakan
metode menyempurnakan kudrat, yaitu

X2 =—4x+4
S X +ax=4 (menambahkan 4x pada kedua ruas)
4y 4y 4y

x4 4X+(§j — 4+[Ej (menambahkan (Ej pada kedua ruas)
S X +A4x+4=4+4 (menyederhanakan)

2
e (x+2) =8 (menyederhanakan)
©x+2=18 (prinsip akar kuadrat)
S X=-2+ \/§ (menambahkan (-4) pada kedua ruas)
o x=-2+2J2 (menambahkan (-4) pada kedua ruas)

= x:—2+2x/§ atau x :—2—2x/§
Jadi himpunan selesaian persamaan kuadrat x* =—4x+4 adalah Hs = {—2 — 2\/5, -2+ 2\/5}

Dengan menggunakan metode rumus kuadratik, persamaan kuadrat diubah ke bentuk
baku persamaan kuadrat. Maka langkah-langkah penyelesaiannya sebagai berikut:

X* =—4x+4

<X +4x—4=0 (menambahkan 4x-4 pada kedua ruas)

Setelah persamaan kuadrat X* =—4x+4 diubah ke bentuk persamaan baku, maka
diketahui bahwa a = 1, b = 4, dan ¢ = -4. Kemudian langkah selanjutnya adalah mensubstitusikan
nilai a, b, dan ¢ ke formula berikut

_ —b+b*-4ac

X, = 2
—4i«f42 —4.1.(—4)
e = 2.1
—4+./32
X2 T,
SN x:—_“'JrA'\/E atau x = 4 —4N2 _24\/5

<:>x:—2+2\/§ atau x:—2—2\/§

Jadi Hs:{—2—2\/§,—2+2\/§}.

Masalah 2
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Selesaian persamaan kuadrat 2x?+17x =15 adalah Xx=5 atau Xz—g. Apakah

selesaian ini benar? Jika selesaian ini benar, maka tunjuukan kebenarannya? Jika
selesaian ini salah, maka jelaskan mengapa salah, berikan selesaian yang benar, dan
tunjukkan kebenarannya? Diadaptasi dari Didis, dkk (2011).

Menurut Stylianides (2006) penalaran menempatkan pengembangan pembuktian dalam
kumpulan suatu aktivitas yang terlibat dalam mengembangkan dan memahami kebenaran
matematika. Penalaran dibutuhkan pada masalah 2 ini ketika menunjukkan kebenaran selesaian
suatu persamaan kuadrat yang diberikan. Hal ini ditunjukkan dengan mensubstitusikan selesaian

tersebut ke dalam persamaan kuadrat 2x°+17x =15 . Dengan demikian, kebenaran suatu
selesaian akan terlihat.

Mengacu pada NCTM (2000) masalah 2 dapat diketahui bahwa setiap masalah
pembuktian suatu pernyataan matematika yang benar menimbulkan pertanyaan pada siswa
mengapa masih harus dibuktikan. Kesadaran dari kebenaran masalah inilah memperkenalkan
pentingnya pembuktian dalam matematika. Setelah siswa mengetahui kebenaran dari selesaian
tersebut, jika menurut siswa selesaian itu benar, maka siswa diharuskan untuk menunjukkan atau
membuktikan bagaimana selesaian tersebut bernilai benar.

Jika menurut siswa selesaian tersebut salah, siswa harus memberikan alasan atau
argumennya mengapa selesaian tersebut salah (R3). Setelah mengetahui selesaian tersebut
bernilai salah, siswa diharapkan untuk memberikan selesaian yang bernilai benar. Untuk itu, siswa
memerlukan metode penyelesaian suatu persamaan kuadrat. Hal ini sesuai pendapat Sumpter
2013 yang mengatakan bahwa dengan adanya kegiatan memberikan argumen, penalaran siswa
dapat diketahui. Kemudian, dengan menggunakan metode yang mereka ketahui, mereka
memahami langkah-langkah metode yang mereka ketahui untuk menyelesaikan persamaan
kuadrat tersebut (R1). Dengan menyelesaikan menggunakan metode yang mereka kuasai, siswa
akan mendapatkan selesaian yang benar menurut mereka. Sehingga mereka memperoleh
selesaian yang bernilai benar dan dapat menyimpulkannya (R4).

PENUTUP

Penalaran matematis merupakan suatu kemampuan yang perlu dikembangkan dalam
pembelajaran matematika. Hal ini diharapkan agar siswa dalam menyelesaikan masalah
matematika dengan menggunakan kemampuan penalaran matematisnya. Penalaran matematis
digunakan untuk menarik suatu kesimpulan dengan benar berdasarkan fakta-fakta atau bukti-
bukti yang ada. Pada dasarnya semua materi matematika dapat dikembangkan untuk
meningkatkan penalaran matematis diantaranya materi persamaan kuadrat. Dalam
mengembangkan penalaran matematis pada materi persamaan kuadrat dapat memperhatikan
empat indikator antara lain: 1) siswa mampu mengidentifikasi bentuk, 2) siswa mampu membuat
dugaan, 3) siswa mampu memberikan argumennya, dan 4) siswa mampu menarik kesimpulan
yang berkaitan dengan persamaan kuadrat. Peran guru dalam pengembangan penalaran matematis
juga sangat penting guna mengetahui pola pikir siswa dalam menyelesaikan masalah matematika.
Dengan demikian siswa mampu memahami dan menguasai materi matematika diantaranya materi
persamaan kuadrat yang dilandasi penalaran matematis mereka.
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