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Abstrak 

Pada tulisan ini, akan dibahas mengenai pengertian ruang metrik Hausdorff, sifat 

kelengkapan ruang metrik Hausdorff, dan sifat kekompakan ruang metrik Hausdorff. 

Dengan memanfaatkan konsep ruang metrik, himpunan kompak diberikan definisi ruang 

metrik Hausdorff. Dengan menggunakan sifat kelengkapan ruang metrik, ditunjukkan bahwa 

ruang metrik Hausdorff lengkap jika ruang metriknya lengkap. Lebih lanjut, dengan 

menggunakan sifat kekompakan ruang metrik ditunjukkan ruang metrik Hausdorff kompak 

jika ruang metriknya kompak. 

 

 

Abstract 

In this paper, will be discuss the definition of the Hausdorff metric space, completeness of 

the Hausdorff metric space, and compactness of the Hausdorff metric space. By used the 

theory of the metric space, the compact set was given the definition of the Hausdorff metric 

space. By used the completeness of the metric space, it is shown that the Hausdorff metric 

space was complete if the metric space was complete. Furthermore, used the compactness 

of the metric space was shown the Hausdorff metric space was compact if the metric space 

was compact 
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PENDAHULUAN 
Ruang metrik merupakan salah satu topik pembahasan penting pada analisis. Pada tahun 1906 

konsep ruang metrik pertama kali diperkenalkan oleh Maurice René Fréchet (1878-1973), seorang 

ilmuwan matematika dari Perancis. Ruang metrik merupakan pasangan berurut suatu himpunan 

dengan suatu metrik. Metrik merupakan perumuman dari konsep jarak dengan aturan-aturan tertentu. 

Bentuk ruang metrik secara umum biasanya dinotasikan dengan (𝑋, 𝑑) atau cukup ditulis 𝑋 saja. 

Konsep metrik pada umumnya menentukan jarak dari titik ke titik, namun seorang matematikawan 

asal Jerman, Felix Hausdorff (1868-1942) melakukan pengembangan dengan ruang metrik. Felix 

Hausdorff  menemukan suatu metode untuk menghitung jarak antara dua himpunan pada ruang metrik, 

yang kemudian  dikenal dengan jarak Hausdorff. Dengan konsep yang sama seperti ruang metrik, 

jarak hausdorff kemudian dikembangkan menjadi ruang metrik Hausdorff. Pada ruang metrik 

Hausdorff juga berlaku sifat seperti halnya ruang metrik secara umum.  

 

METODE  
Penelitian ini dimulai dengan membahas ruang metrik, dimana didalamnya membahas 

mengenai himpunan kompak, sifat kelengkapan ruang metrik dan sifat kekompakan ruang metrik. 

Selanjutnya himpunan kompak dalam ruang metrik akan digunakan untuk membahas definisi jarak 

dari titik ke himpunan, jarak antara himpunan-himpunan, dan metrik Hausdorff. Lebih lanjut, metrik 

Hausdorff digunakan untuk membahas definisi dari ruang metrik. Dengan memanfaatkan beberapa 

teori tersebut selanjutnya akan digunakan untuk membuktikan beberapa teorema terkait dengan sifat 

kelengkapan dan sifat kekompakan ruang metrik Hausdorff. 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Dibawah ini akan dijelaskan teorema mengenai dua barisan pada ruang metrik yang 

konvergen ke suatu titik yang berbeda maka jarak dari anggota tiap barisan akan konvergen 

ke jarak dari titik limit masing-masing barisan.  

Teorema 1. 

Diberikan barisan (𝑥𝑛) dan (𝑦𝑛) pada ruang metrik (𝑋, 𝑑). Jika (𝑥𝑛) konvergen  ke 𝑥 dan 

(𝑦𝑛) konvergen  ke 𝑦, maka (𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) konvergen ke 𝑑(𝑥, 𝑦). 

Bukti: 

Diambil sebarang 𝜀 > 0. Karena (𝑥𝑛) konvergen  ke  𝑥, maka terdapat bilangan asli 𝑁1 

sehingga 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) <
𝜀

2
 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ dengan 𝑛 ≥ 𝑁1. Selanjutnya karena (𝑦𝑛) 

konvergen ke 𝑦, maka terdapat bilangan asli 𝑁2 sehingga 𝑑(𝑦𝑛, 𝑦) <
𝜀

2
 untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁2. 

Kemudian ambil 𝑁 = 𝑚𝑎𝑥{𝑁1, 𝑁2}, maka untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ dengan 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) < 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝜀 dan 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝜀. Oleh karena itu berlaku |𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) −

𝑑(𝑥, 𝑦)| < 𝜀 untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁 maka dapat disimpulkan bahwa (𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) konvergen ke 

𝑑(𝑥, 𝑦).                ∎ 

 

Berikut ini akan dijelaskan teorema mengenai barisan dari suatu himpunan tertutup 

yang konvergen ke suatu titik, maka titik limit tersebut adalah anggota dari himpunan 

tertutup.  

Teorema 2.  

Diberikan ruang metrik (𝑋, 𝑑) dan 𝐴 himpunan bagian tertutup dari 𝑋. Jika (𝑎𝑛) konvergen 

ke 𝑥 dan 𝑎𝑛 ∈ 𝐴 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, maka  𝑥 ∈ 𝐴. 

Bukti: 

Akan dibuktikan bahwa 𝑥 titik limit 𝐴. Diketahui lim 𝑎𝑛 = 𝑥  dengan 𝑎𝑛 ∈ 𝐴 untuk setiap 𝑛 ∈
ℕ. Diambil sebarang 𝜀 > 0 maka terdapat bilangan asli 𝑁 sehingga berlaku  𝑑(𝑎𝑛, 𝑥) < 𝜀 

untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁 maka 𝑎𝑛 ∈ 𝐵(𝑥, 𝜀) untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁. Diperhatikan bahwa  𝐵(𝑥, 𝜀)⋂𝐴\
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{𝑥} = 𝑎𝑛\{𝑥} ≠ ∅, sehingga hal ini disimpulkan bahwa 𝑥 merupakan titik limit dari 𝐴. 

Karena 𝐴 tertutup akibatnya 𝑥 ∈ 𝐴.  ∎ 

 

Teorema 3.  

Jika barisan (𝑧𝑘) pada ruang metrik (𝑋, 𝑑) dengan sifat 𝑑(𝑧𝑘, 𝑧𝑘+1) <
1

2𝑘
 untuk setiap 𝑘, maka 

(𝑧𝑘) barisan Cauchy.  

Bukti: 

Diambil sebarang 𝜀 > 0, maka terdapat bilangan asli 𝑁 sehingga 
1

2𝑁−1
< 𝜀 . Selanjutnya untuk 

setiap 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ dengan 𝑛 > 𝑚 ≥ 𝑁 diperoleh 

𝑑(𝑧𝑚, 𝑧𝑛) ≤ 𝑑(𝑧𝑚, 𝑧𝑚+1) + 𝑑(𝑧𝑚+1, 𝑧𝑛+2) + ⋯ + 𝑑(𝑧𝑛−1, 𝑧𝑛) 

<
1

2𝑚
+

1

2𝑚+1
+ ⋯ +

1

2𝑛−1
 

<
1

2𝑚−1
≤

1

2𝑁−1
< 𝜀. 

Sehingga terbukti bahwa (𝑧𝑘) adalah barisan Cauchy.          ∎ 

 

Berikut ini akan diberikan beberapa definisi seperti jarak titik ke himpunan, jarak antara 

himpunan ke himpunan serta jarak Hausdorff.  

Misal diberikan suatu ruang metrik (𝑋, 𝑑). Didefinisikan 𝒦(𝑋) merupakan koleksi 

himpunan bagian tak kosong dan kompak atau 𝒦(𝑋) = {𝐴|𝐴 ⊆ 𝑋, 𝐴 ≠ ∅, 𝐴 kompak}. 

Selanjutnya 𝒦(𝑋) cukup dituliskan dengan 𝒦 saja. 

 

Definisi 1.  

Diketahui 𝑋 ruang metrik,  𝑥 ∈ 𝑋, dan 𝐵 ⊆ 𝑋. Jarak dari titik 𝑥 ke himpunan 𝐵 dinotasikan 

𝑑(𝑥, 𝐵) dan didefinisikan dengan  

𝑑(𝑥, 𝐵) = inf
𝑏∈𝐵

𝑑(𝑥, 𝑏). 

 

Definisi 2.  

Diketahui 𝑋 ruang metrik dan 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋. Jarak dari himpunan 𝐴 ke 𝐵 dinotasikan dengan 

𝐷(𝐴, 𝐵) dan didefinisikan dengan  

𝐷(𝐴, 𝐵) = sup
𝑥∈𝐴

𝑑(𝑥, 𝐵). 

 

Definisi 3.  

Diketahui 𝑋 ruang metrik dan 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋. Jarak Hausdorff dari himpunan A dan B dinotasikan 

dengan ℎ(𝐴, 𝐵) dan didefinisikan dengan  

ℎ(𝐴, 𝐵) = 𝑚𝑎𝑥{𝐷(𝐴, 𝐵), 𝐷(𝐵, 𝐴)} = 𝑚𝑎𝑥 {sup
𝑥∈𝐴

𝑑(𝑥, 𝐵) , sup
𝑥∈𝐵

𝑑(𝑥, 𝐴)} . 

Berikut akan diberikan teorema yang membahas sifat-sifat yang berlaku pada jarak dari 

titik ke himpunan dan jarak antara himpunan-himpunan. 

Teorema 4.  

Diberikan untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝒦(𝑋) maka berlaku 

(1) 𝑑(𝑥, 𝐴) = 0 jika dan hanya jika 𝑥 ∈ 𝐴. 

(2) 𝐷(𝐴, 𝐵) = 0 jika dan hanya jika 𝐴 ⊆ 𝐵. 

(3) Jika terdapat 𝑎𝑥 ∈ 𝐴 maka 𝑑(𝑥, 𝐴) = 𝑑(𝑥, 𝑎𝑥). 
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(4) Jika terdapat 𝑎∗ ∈ 𝐴 dan 𝑏∗ ∈ 𝐵 maka 𝐷(𝐴, 𝐵) = 𝑑(𝑎∗, 𝑏∗). 

(5) Jika 𝐴 ⊆ 𝐵 maka 𝑑(𝑥, 𝐵) ≤ 𝑑(𝑥, 𝐴). 

(6) Jika 𝐵 ⊆ 𝐶 maka 𝐷(𝐴, 𝐶) ≤ 𝐷(𝐴, 𝐵). 

(7) 𝐷(𝐴 ∪ 𝐵, 𝐶) = 𝑚𝑎𝑥{𝐷(𝐴, 𝐶), 𝐷(𝐵, 𝐶)}. 

(8) 𝐷(𝐴, 𝐵) ≤ 𝐷(𝐴, 𝐶) + (𝐶, 𝐵). 

 

Selanjutnya teorema berikut akan menjelaskan bahwa jarak Hausdorff pada Definisi 1. 

merupakan metrik Hausdorff, berikut teoremanya. 

Teorema 5. 

Diketahui 𝑋 ruang metrik dan 𝒦(𝑋): = {𝐴|𝐴 ⊆ 𝑋, 𝐴 ≠ ∅, 𝐴 kompak}. Jarak Hausdorff ℎ 

dapat disebut metrik Hausdorff pada 𝒦 jika memenuhi sifat-sifat berikut : 

(1) ℎ(𝐴, 𝐵) ≥ 0.  
(2) ℎ(𝐴, 𝐵) = 0 ↔ 𝐴 = 𝐵. 
(3) ℎ(𝐴, 𝐵) = ℎ(𝐵, 𝐴) (sifat simetri). 
(4) ℎ(𝐴, 𝐵) ≤ ℎ(𝐴, 𝐶) + ℎ(𝐶, 𝐵) (ketaksamaan segitiga). 

 

Definisi 4.  

Ruang metrik Hausdorff adalah pasangan berurut (𝒦, ℎ) dengan 𝒦(𝑋): = {𝐴|𝐴 ⊆ 𝑋, 𝐴 ≠
∅, 𝐴 kompak}dan ℎ metrik Hausdorff pada 𝒦. Ruang metrik Hausdorff (𝒦, ℎ) cukup ditulis 

dengan 𝒦 saja. 

 

Diingat kembali bahwa definisi ruang metrik Hausdorff berkaitan dengan ruang metrik 

𝑋 yaitu, 𝒦(𝑋) = {𝐴|𝐴 ⊆ 𝑋, 𝐴 ≠ ∅, 𝐴 kompak}. Berikut ini diberikan beberapa teorema 𝐴 ∈
𝒦(𝑋) dengan 𝑋 merupakan ruang metrik lengkap. 

Pada teorema dibawah ini menjelaskan bahwa jika suatu himpunan  pada ruang metrik 

Hausdorff ditambahkan dengan sebarang 𝜀 > 0 maka himpunan tersebut tertutup. 

Teorema 6. 

Untuk setiap 𝐴 ∈ 𝒦 dan 𝜀 > 0 berlaku 𝐴 + 𝜀 tertutup  

Bukti: 

Diketahui bahwa  𝐴 ∈ 𝒦 dan 𝜀 > 0. Diambil sebarang 𝑥 titik limit dari 𝐴 + 𝜀, sehingga 

terdapat titik pada barisan (𝑥𝑛) di (𝐴 + 𝜀)\{𝑥}  yang konvergen ke 𝑥. Karena 𝑥𝑛 ∈ 𝐴 + 𝜀, 

maka 𝑑(𝑥𝑛, 𝐴) ≤ 𝜀 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. Pada Teorema 3.1.1. (3) menjamin bahwa untuk 

setiap 𝑛 terdapat 𝑎𝑛 ∈ 𝐴 sehingga  𝑑(𝑥𝑛, 𝐴) = 𝑑(𝑥𝑛, 𝑎𝑛). Oleh karena itu 𝑑(𝑥𝑛, 𝑎𝑛) ≤ 𝜀 

untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. Diperhatikan karena himpunan 𝐴 kompak maka diperoleh 𝐴 kompak 

sekuensial sehingga untuk setiap barisan (𝑎𝑛) mempunyai barisan bagian (𝑎𝑛𝑘
) yang 

konvergen ke suatu titik, misalkan 𝑎 ∈ 𝐴. Karena (𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥, sehingga untuk 

sebarang barisan bagian (𝑥𝑛𝑘
) ⊆ (𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥. Sehingga diperoleh 

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛𝑘
, 𝑎𝑛𝑘

) = 𝑑(𝑥, 𝑎). 

Perhatikan, karena (𝑥𝑛𝑘
) dan (𝑎𝑛𝑘

) adalah barisan bagian dari (𝑥𝑛) dan (𝑎𝑛), sehingga 

berlaku 

𝑑(𝑥𝑛𝑘
, 𝑎𝑛𝑘

) ≤ 𝜀 untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ. 

maka diperoleh, 

𝑑(𝑥, 𝐴) = inf
𝑎∈𝐴

𝑑(𝑥, 𝑎) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑎) ≤ 𝜀. (

1.) 
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Dari pernyataan (1.) diperoleh 𝑑(𝑥, 𝐴) ≤ 𝜀, sehingga 𝑥 ∈ 𝐴 + 𝜀. Karena 𝑥 adalah sebarang 

titik limit, maka 𝐴 + 𝜀 adalah himpunan tertutup.          ∎ 

 

Teorema 7. 

Diketahui 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒦. Untuk  𝜀 > 0 sebarang berlaku ℎ(𝐴, 𝐵) ≤ 𝜀 jika dan hanya jika 𝐴 ⊆ 𝐵 +
𝜀 dan 𝐵 ⊆ 𝐴 + 𝜀. 

Bukti: 
(→)Diketahui ℎ(𝐴, 𝐵) ≤ 𝜀 untuk 𝜀 > 0 sebarang. Diperhatikan bahwa 

𝐷(𝐴, 𝐵) ≤ ℎ(𝐴, 𝐵) = 𝑚𝑎𝑥{𝐷(𝐴, 𝐵), 𝐷(𝐵, 𝐴)} ≤ 𝜀. 
Diambil sebarang 𝑎 ∈ 𝐴 maka berlaku 𝑑(𝑎, 𝐵) ≤ 𝐷(𝐴, 𝐵) ≤ 𝜀. Karena 𝑑(𝑎, 𝐵) ≤ 𝜀 maka 𝑎 ∈
𝐵 + 𝜀 artinya diperoleh bahwa 𝐴 ⊆ 𝐵 + 𝜀.  

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 𝐵 ⊆ 𝐴 + 𝜀. Dengan cara yang sama diambil 𝜀 > 0 

sebarang, maka berlaku 

𝐷(𝐵, 𝐴) ≤ ℎ(𝐴, 𝐵) = 𝑚𝑎𝑥{𝐷(𝐴, 𝐵), 𝐷(𝐵, 𝐴)} ≤ 𝜀. 

Diambil sebarang 𝑏 ∈ 𝐵 maka berlaku 𝑑(𝑏, 𝐴) ≤ 𝐷(𝐵, 𝐴) ≤ 𝜀. Karena 𝑑(𝑏, 𝐴) ≤ 𝜀 maka 𝑏 ∈
𝐴 + 𝜀 artinya diperoleh bahwa 𝐵 ⊆ 𝐴 + 𝜀. 
(←) Berdasarkan sifat simetri berlaku ℎ(𝐴, 𝐵) ≤ 𝜀 bila 𝐴 ⊆ 𝐵 + 𝜀 dan 𝐵 ⊆ 𝐴 + 𝜀.      ∎ 

 

Sebelum dijelaskan mengenai kekonvergenan barisan himpunan, berikut akan diberikan 

mengenai barisan himpunan.  

Definisi 5.  

Diberikan 𝑋 ⊆ ℝ,  𝑋 ≠ ∅, dan 𝐴 = {𝑛 ∈ ℕ: 𝑛 ≥ 𝑛0  untuk suatu 𝑛0 ∈ ℕ}. Barisan himpunan 

bagian 𝑋 adalah suatu fungsi 𝑓: 𝐴 → 𝑃(𝑋), dimana 𝑃(𝑋) himpunan kuasa pada 𝑋 . Untuk 

setiap 𝑛 ∈ 𝐴 dapat ditulis  

𝐴𝑛 = 𝑓(𝑛) 

dan disebut himpunan bagian dari 𝑋 atau 𝐴𝑛 ⊆ 𝑋. 

 

Berikut akan dijelaskan definisi mengenai kekonvergenan dan barisan Cauchy pada 

ruang metrik Hausdorff. 

Definisi 6.  

Diberikan (𝐴𝑛) barisan himpunan bagian tertutup dari 𝑋 dan 𝐴 himpunan bagian tertutup dari 

𝑋. Barisan 𝐴𝑛 konvergen ke 𝐴 jika lim
𝑛→∞

ℎ(𝐴𝑛, 𝐴) = 0 atau dapat dinotasikan 𝐴𝑛

ℎ
→ 𝐴. 

 

Definisi 7.  

Suatu barisan himpunan bagian tertutup yang tak kosong dikatakan barisan Cauchy di (𝒦, ℎ) 

jika untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat bilangan asli 𝑁 sehingga berlaku  

ℎ(𝐴𝑛, 𝐴𝑚) < 𝜀 untuk setiap 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁. 

 

Pada teorema berikut membahas tentang kriteria yang berlaku pada barisan Cauchy 

pada ruang metrik Hausdorff 𝒦. 

 

Teorema 8.  
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Diberikan suatu barisan Cauchy (𝐴𝑛) ⊆ 𝒦. Jika (𝑥𝑛𝑘
) barisan Cauchy di 𝑋 dengan 𝑥𝑛𝑘

∈

𝐴𝑛𝑘
 untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ, maka terdapat barisan Cauchy (𝑦𝑛) di 𝑋 sehingga berlaku 𝑦𝑛 ∈ 𝐴𝑛 

dan 𝑦𝑛𝑘
= 𝑥𝑛𝑘

 dengan 𝑘 ∈ ℕ. 

Bukti: 

Diketahui (𝑥𝑛𝑘
) barisan Cauchy di 𝑋 dengan 𝑥𝑛𝑘

∈ 𝐴𝑛𝑘
 untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ. Didefinisikan 

𝑛0 = 0 dan untuk setiap 𝑛 yang memenuhi 𝑛𝑘−1 < 𝑛 ≤ 𝑛𝑘, dengan Teorema 3.1.1. (3) dapat 

diambil 𝑦𝑛 ∈ 𝐴𝑛 sehingga  berlaku 𝑑(𝑥𝑛𝑘
, 𝐴𝑛) = 𝑑(𝑥𝑛𝑘

, 𝑦𝑛). Selanjutnya  

𝑑(𝑥𝑛𝑘
, 𝑦𝑛) = 𝑑(𝑥𝑛𝑘

, 𝐴𝑛) ≤ 𝐷(𝐴𝑛𝑘
, 𝐴𝑛) ≤ ℎ(𝐴𝑛𝑘

, 𝐴𝑛). 

Perhatikan, karena (𝑦𝑛𝑘
) ⊆ (𝑦𝑛)  diperoleh 𝑑(𝑥𝑛𝑘

, 𝑦𝑛𝑘
) = 𝑑(𝑥𝑛𝑘

, 𝑦𝑛) = 0. Karena (𝐴𝑛𝑘
) ⊆

(𝐴𝑛) maka 𝑑(𝑥𝑛𝑘
, 𝐴𝑛𝑘

) = 𝑑(𝑥𝑛𝑘
, 𝐴𝑛) = 𝑑(𝑥𝑛𝑘

, 𝑦𝑛) = 𝑑(𝑥𝑛𝑘
, 𝑦𝑛𝑘

) = 0. Sedemikian sehingga 

𝑦𝑛𝑘
= 𝑥𝑛𝑘

 dengan 𝑘 ∈ ℕ. Misalkan diambil sebarang 𝜀 > 0. Karena (𝑥𝑛𝑘
) barisan Cauchy di 

𝑋 maka terdapat bilangan asli 𝑀 > 0 sehingga 𝑑 (𝑥𝑛𝑘
, 𝑥𝑛𝑗

) <
𝜀

3
 untuk setiap 𝑘, 𝑗 ≥ 𝑀. 

Diketahui barisan Cauchy (𝐴𝑛) ⊆ 𝒦, maka terdapat bilangan asli 𝑁 ≥ 𝑛𝑘 maka berlaku 

ℎ(𝐴𝑚, 𝐴𝑛) <
𝜀

3
 untuk setiap 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁. Andai 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 maka terdapat 𝑘, 𝑗 ≥ 𝑀 sehingga 

𝑛𝑘−1 < 𝑚 ≤ 𝑛𝑘 dan 𝑛𝑗−1 < 𝑛 ≤ 𝑛𝑗 . Sedemikian sehingga diperoleh  

𝑑(𝑦𝑛, 𝑦𝑚) ≤ 𝑑(𝑦𝑚, 𝑥𝑛𝑘
) + 𝑑 (𝑥𝑛𝑘

, 𝑥𝑛𝑗
) + 𝑑 (𝑥𝑛𝑗

, 𝑦𝑛) 

≤ ℎ(𝐴𝑛𝑘
, 𝐴𝑛) + 𝑑 (𝑥𝑛𝑘

, 𝑥𝑛𝑗
) + ℎ (𝐴𝑛𝑗

, 𝐴𝑚) 

<
𝜀

3
+

𝜀

3
+

𝜀

3
= 𝜀. 

Oleh karena itu disimpulkan (𝑦𝑛) barisan Cauchy di 𝑋 sehingga 𝑦𝑛 ∈ 𝐴 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ 

dan 𝑦𝑛𝑘
= 𝑥𝑛𝑘

 dengan 𝑘 ∈ ℕ.             ∎ 

 

Teorema berikut menjelaskan bahwa suatu himpunan titik limit dari barisan Cauchy 

pada ruang metrik Hausdorff bersifat tertutup dan bukan himpunan kosong. 

Teorema 9. 

Misal diberikan suatu barisan (𝐴𝑛) ⊆ 𝒦 dan misalkan himpunan 𝐴: = {𝑥 ∈ 𝑋|∃(𝑥𝑛) ⊆
𝐴𝑛, 𝑥𝑛 → 𝑥}. Jika (𝐴𝑛) barisan Cauchy, maka himpunan 𝐴 tertutup dan bukan himpunan  

kosong. 

Bukti: 

(i) Akan dibuktikan bahwa 𝐴 bukan himpunan kosong. Karena (𝐴𝑛) barisan Cauchy 

maka terdapat 𝑛1 ∈ ℕ sehingga ℎ(𝐴𝑚, 𝐴𝑛) <
1

21 =
1

2
 untuk setiap 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛1. Dengan 

cara yang sama maka terdapat bilangan bulat 𝑛2 > 𝑛1 sehingga ℎ(𝐴𝑚, 𝐴𝑛) <
1

22
=

1

4
 

untuk setiap 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛2. Proses yang sama dilanjutkan dan diperoleh barisan (𝑛𝑘) 

sehingga ℎ(𝐴𝑚, 𝐴𝑛) <
1

2𝑘 untuk setiap 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛𝑘. Misalkan 𝑥𝑛1
∈ 𝐴𝑛1

. Berdasarkan 

Teorema 4. (3) diambil 𝑥𝑛2
∈ 𝐴𝑛2

 sehingga 𝑑(𝑥𝑛1
, 𝑥𝑛2

) = 𝑑(𝑥𝑛1
, 𝐴𝑛2

) maka 

diperoleh  

𝑑(𝑥𝑛1
, 𝑥𝑛2

) = 𝑑(𝑥𝑛1
, 𝐴𝑛2

) ≤ ℎ(𝐴𝑛1
, 𝐴𝑛2

) <
1

2
. 

Dengan cara yang sama dapat diambil 𝑥𝑛3
∈ 𝐴𝑛3

 sehingga 

𝑑(𝑥𝑛2
, 𝑥𝑛3

) = 𝑑(𝑥𝑛2
, 𝐴𝑛3

) ≤ ℎ(𝐴𝑛2
, 𝐴𝑛3

) <
1

4
. 
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Proses yang sama dilanjutkan dan diperoleh 𝑥𝑛𝑘
∈ 𝐴𝑛𝑘

 untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ sehingga 

𝑑(𝑥𝑛𝑘
, 𝑥𝑛𝑘+1

) = 𝑑(𝑥𝑛𝑘
, 𝐴𝑛𝑘+1

) ≤ ℎ(𝐴𝑛𝑘
, 𝐴𝑛𝑘+1

) <
1

2𝑘
. 

Karena 𝑑(𝑥𝑛𝑘
, 𝑥𝑛𝑘+1

) <
1

2𝑘 maka (𝑥𝑛𝑘
) adalah barisan Cauchy. Oleh karena (𝑥𝑛𝑘

) 

barisan Cauchy dan 𝑥𝑛𝑘
∈ 𝐴𝑛𝑘

 untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ maka berdasarkan Teorema 8. 

terdapat barisan Cauchy (𝑦𝑛) di 𝑋 sehingga 𝑦𝑛 ∈ 𝐴𝑛 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ dan 𝑦𝑛𝑘
=

𝑥𝑛𝑘
 untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ. Karena 𝑋 lengkap, maka barisan Cauchy (𝑦𝑛) konvergen ke 

titik 𝑦 ∈ 𝑋. Karena 𝑦𝑛 ∈ 𝐴𝑛 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, maka 𝑦 ∈ 𝐴. Sehingga diperoleh 𝐴 

bukan himpunan kosong.  

(ii) Selanjutnya akan dibuktikan himpunan 𝐴 tertutup. Misalkan 𝑎 titik limit dari 𝐴. Maka 

terdapat barisan 𝑎𝑘 ∈ 𝐴\{𝑎} yang konvergen ke 𝑎. Karena untuk setiap 𝑎𝑘 ∈ 𝐴, maka 

terdapat barisan (𝑦𝑛) sehingga (𝑦𝑛) konvergen ke 𝑎𝑘 dan 𝑦𝑛 ∈ 𝐴𝑛 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 

Akibatnya terdapat 𝑛1 sehingga 𝑥𝑛1
∈ 𝐴𝑛1

 dan 𝑑(𝑥𝑛1
, 𝑎1) < 1. Dengan cara yang 

sama terdapat 𝑛2 > 𝑛1 dan titik 𝑥𝑛2
∈ 𝐴𝑛2

 sehingga 𝑑(𝑥𝑛2
, 𝑎2) <

1

2
. Proses yang sama 

dilanjutkan dan diperoleh barisan (𝑛𝑘) sedemikian sehingga 𝑑(𝑥𝑛𝑘
, 𝑎𝑘) <

1

𝑘
 untuk 

setiap 𝑘 ∈ ℕ . Sehingga diperoleh 

𝑑(𝑥𝑛𝑘
, 𝑎) ≤ 𝑑(𝑥𝑛𝑘

, 𝑎𝑘) + 𝑑(𝑎𝑘, 𝑎). 

Perhatikan untuk 𝑑(𝑥𝑛𝑘
, 𝑎𝑘) <

1

𝑘
 artinya 𝑑(𝑥𝑛𝑘

, 𝑎𝑘) mendekati nol, sehingga 

(𝑥𝑛𝑘
) konvergen ke (𝑎𝑘) dan karena (𝑎𝑘 ) konvergen ke 𝑎, maka  (𝑥𝑛𝑘

) konvergen ke 𝑎. 

Karena setiap barisan konvergen adalah Cauchy maka untuk (𝑥𝑛𝑘
) konvergen ke 𝑎 juga 

barisan Cauchy dengan 𝑥𝑛𝑘
∈ 𝐴𝑛𝑘

. Teorema 8. menjamin bahwa terdapat (𝑦𝑛) barisan 

Cauchy di 𝑋 sehingga 𝑦𝑛 ∈ 𝐴 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ dan 𝑦𝑛𝑘
= 𝑥𝑛𝑘

. Oleh karena itu 𝑎 ∈ 𝐴 

sehingga diperoleh 𝐴 tertutup.             ∎ 

 

Teorema 10. 

Diberikan barisan (𝐴𝑛) yang terbatas total di 𝑋 dan 𝐴 sebarang himpunan bagian 𝑋. Jika 

untuk setiap 𝜀 > 0 maka terdapat bilangan asli 𝑁 sehingga berlaku 𝐴 ⊆ 𝐴𝑁 + 𝜀 maka 

himpunan 𝐴 terbatas total.  

Bukti: 

Diambil sebarang 𝜀 > 0, dipilih bilangan asli 𝑁 sehingga 𝐴 ⊆ 𝐴𝑁 +
𝜀

4
,. Karena (𝐴𝑛) terbatas 

total maka terdapat himpunan berhingga {𝑥𝑖: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑞} dimana 𝑥𝑖 ∈ 𝐴𝑁 sedemikian 

sehingga diperoleh 𝐴𝑁 ⊆ ⋃ 𝐵 (𝑥𝑖,
𝜀

4
)𝑞

𝑖=1 . Berdasarkan pengurutan kembali (reordering) 𝑥𝑖 

diasumsikan bahwa, 

𝐵 (𝑥𝑖 ,
𝜀

2
) ⋂𝐴 ≠ ∅ untuk setiap 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝  

dan 

𝐵 (𝑥𝑖 ,
𝜀

2
) ⋂𝐴 = ∅ untuk 𝑝 < 𝑖. 

Misalkan 𝑦𝑖 ∈ 𝐵 (𝑥𝑖 ,
𝜀

2
) ⋂𝐴 untuk setiap 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 dan 𝑎 ∈ 𝐴. Karena 𝐴 ⊆ 𝐴𝑁 +

𝜀

4
 maka 𝑎 ∈

𝐴𝑁 +
𝜀

4
, sehingga 𝑑(𝑎, 𝐴𝑁) ≤

𝜀

4
. Berdasarkan Teorema 4. (3) maka terdapat 𝑥 ∈ 𝐴𝑁 

sedemikian sehingga 𝑑(𝑎, 𝑥) = 𝑑(𝑎, 𝐴𝑁) ≤
𝜀

4
 dan karena 𝑥𝑖 ∈ 𝐴𝑁 maka 𝑑(𝑥, 𝑥𝑖) ≤

𝜀

4
 . 

Selanjutnya diperoleh bahwa  
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𝑑(𝑎, 𝑥𝑖) ≤ 𝑑(𝑎, 𝑥) + 𝑑(𝑥, 𝑥𝑖) ≤
𝜀

2
. 

Oleh karena 𝑦𝑖 ∈ 𝐵 (𝑥𝑖 ,
𝜀

2
) ⋂𝐴 untuk setiap 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 sehingga 𝑑(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) <

𝜀

2
. Selanjutnya 

diperoleh  

𝑑(𝑎, 𝑦𝑖) ≤ 𝑑(𝑎, 𝑥𝑖) + 𝑑(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) < 𝜀. 

Oleh karena itu untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐴 maka terdapat himpunan berhingga 𝑦𝑖 untuk setiap 1 ≤
𝑖 ≤ 𝑝 sedemikian sehingga 𝑎 ∈ 𝐵(𝑦𝑖, 𝜀), sehingga berlaku   

𝐴 ⊆ ⋃ 𝐵(𝑦𝑖, 𝜀)

𝑝

𝑖=1

. 

Artinya diperoleh 𝐴 terbatas total.             ∎ 

 

Mereview kembali bahwasanya ruang metrik Hausdorff 𝒦 terbentuk pada ruang metrik 

𝑋. Teorema berikut ini akan menjelaskan hubungan 𝒦 dengan 𝑋, jika 𝑋-nya lengkap. 

 

Teorema 11. 

Jika ruang metrik (𝑋, 𝑑)  lengkap maka ruang metrik Hausdorff (𝒦, ℎ)  lengkap. 

Bukti: 

Diambil sebarang (𝐴𝑛) barisan Cauchy di 𝒦 dan didefinisikan 𝐴: = {𝑥 ∈ 𝑋|∃(𝑥𝑛) ⊆
(𝐴𝑛), 𝑥𝑛 → 𝑥}. Untuk membuktikan ruang metrik Hausdorff lengkap maka akan dibuktikan 

𝐴 ∈ 𝒦 dan (𝐴𝑛) konvergen ke 𝐴. 

(i) Berdasarkan Teorema 9. himpunan 𝐴 ≠ ∅ dan tertutup. Ambil sebarang 𝜀 > 0 maka 

terdapat bilangan asli 𝑁 sehingga diperoleh ℎ(𝐴𝑛, 𝐴𝑚) < 𝜀 untuk setiap 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁. 

Karena ℎ(𝐴𝑛, 𝐴𝑚) < 𝜀 maka berlaku 𝐴𝑚 ⊆ 𝐴𝑛 + 𝜀 untuk setiap 𝑚 > 𝑛 ≥ 𝑁. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 𝑎 ∈ 𝐴𝑛 + 𝜀 untuk  𝑛 ≥ 𝑁. Misalkan 𝑎 ∈ 𝐴, 

sehingga berdasarkan definisi himpunan 𝐴 maka terdapat barisan (𝑥𝑛) dimana 𝑥𝑛 ∈
𝐴𝑛 dengan 𝑛 ∈ ℕ dan 𝑥𝑛 konvergen ke 𝑎. Berdasarkan Teorema 6. berlaku 𝐴𝑛 + 𝜀 

tertutup. Karena 𝑥𝑛 ∈ 𝐴𝑛 + 𝜀 maka berlaku 𝑎 ∈ 𝐴𝑛 + 𝜀 dengan 𝑛 ∈ ℕ. Lebih lanjut 

akan dibuktikan bahwa 𝐴 ⊆ 𝐴𝑛 + 𝜀. Sedemikian sehingga himpunan 𝐴 terbatas total. 

Karena 𝐴 lengkap dan terbatas total, maka 𝐴 kompak, akibatnya 𝐴 ∈ 𝒦. 

(ii) Akan ditunjukkan bahwa 𝐴𝑛

ℎ
→ 𝐴, yaitu jika diambil sebarang 𝜀 > 0 maka terdapat 

bilangan asli 𝑁 sehingga berlaku 

ℎ(𝐴, 𝐴𝑛) < 𝜀 untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁. 

Untuk membuktikan pernyataan 3.27. maka akan dibuktikan terlebih dahulu dua kondisi 

berikut, yaitu: 

1. 𝐴 ⊆ 𝐴𝑛 + 𝜀  

2. 𝐴𝑛 ⊆ 𝐴 + 𝜀.  

Perhatikan untuk kondisi pertama, pada cara nomer (i) telah dibuktikan bahwa 𝑎 ∈ 𝐴𝑛 + 𝜀 

dengan 𝑎 ∈ 𝐴, artinya bahwa 𝐴 ⊆ 𝐴𝑛 + 𝜀. Untuk membuktikan kondisi kedua, diambil 𝜀 > 0 

sebarang. Karena (𝐴𝑛) barisan Cauchy maka terdapat bilangan asli 𝑁 sehingga berlaku 

ℎ(𝐴𝑚, 𝐴𝑛) <
𝜀

2
 untuk setiap 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁. Selanjutnya karena (𝐴𝑛) barisan Cauchy di 𝒦, diambil 

𝜀 > 0 sebarang maka terdapat (𝑛𝑖) barisan naik tegas untuk setiap bilangan asli 𝑛𝑖 ≥ 𝑁 

sehingga berlaku ℎ(𝐴𝑚, 𝐴𝑛) <
𝜀

2𝑖+1
 untuk setiap 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛𝑖. Selanjutnya dengan Teorema 

3.1.1. (3) diperoleh sebagai berikut: 



Jurnal Silogisme: Kajian Ilmu Matematika dan Pembelajarannya 

Desember 2018, Vol. 3, No.2. ISSN: 2527-6182  

 

 86  

  

untuk 𝐴𝑛 ⊆ 𝐴𝑛1
+

𝜀

2
 maka terdapat 𝑥𝑛1

∈ 𝐴𝑛1
 sehingga berlaku 𝑑(𝑦, 𝑥𝑛1

) ≤
𝜀

2
 

untuk 𝐴𝑛1
⊆ 𝐴𝑛2

+
𝜀

4
 maka terdapat 𝑥𝑛2

∈ 𝐴𝑛2
 sehingga berlaku 𝑑(𝑥𝑛1

, 𝑥𝑛2
) ≤

𝜀

4
 

untuk 𝐴𝑛2
⊆ 𝐴𝑛3

+
𝜀

8
 maka terdapat 𝑥𝑛3

∈ 𝐴𝑛3
 sehingga berlaku 𝑑(𝑥𝑛2

, 𝑥𝑛3
) ≤

𝜀

8
 

⋮  

untuk 𝐴𝑛𝑖
⊆ 𝐴𝑛𝑖+1

+
𝜀

2𝑖+1 maka terdapat 𝑥𝑛𝑖
∈ 𝐴𝑛𝑖

 sehingga berlaku = 𝑑(𝑥𝑛𝑖
, 𝑥𝑛𝑖+1

) ≤
𝜀

2𝑖+1.  

Diperoleh (𝑥𝑛𝑖
) barisan Cauchy. Kemudian perhatikan Teorema 8. bahwa telah ditunjukkan 

(𝑥𝑛𝑖
) konvergen ke 𝑎, dan 𝑎 ∈ 𝐴. Selanjutnya perhatikan untuk 

𝑑(𝑦, 𝑥𝑛𝑖
) ≤ 𝑑(𝑦, 𝑥𝑛1

) + 𝑑(𝑥𝑛1
, 𝑥𝑛2

) + 𝑑(𝑥𝑛2
, 𝑥𝑛3

) + ⋯ + 𝑑(𝑥𝑛𝑖
, 𝑥𝑛𝑖+1

) 

 ≤
𝜀

2
+

𝜀

4
+

𝜀

8
+ ⋯ +

𝜀

2𝑖+1 < 𝜀. 

Karena 𝑦 konvergen ke 𝑥𝑛𝑖
 untuk setiap 𝑖 ∈ ℕ maka 𝑑(𝑦, 𝑎) < 𝜀 sehingga 𝑦 ∈ 𝐴 + 𝜀. Oleh 

karena 𝑦 ∈ 𝐴𝑛 maka 𝐴𝑛 ⊆ 𝐴 + 𝜀. Dari pernyataan (1) dan (2) jika diambil 𝜀 > 0 terdapat 

bilangan asli 𝑁 sehingga berlaku ℎ(𝐴𝑛, 𝐴) ≤ 𝜀 untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁 artinya 𝐴𝑛

ℎ
→ 𝐴.  

Dari pembuktian (i) dan (ii) karena (𝑋, 𝑑) lengkap maka (𝒦, ℎ) lengkap.       ∎ 

 

Teorema 12. 

Jika ruang metrik (𝑋, 𝑑)  kompak maka ruang metrik Hausdorff (𝒦, ℎ)  kompak. 

Bukti: 

Akan dibuktikan bahwa 𝒦 kompak, yaitu dengan konsep yang sama pada ruang metrik 𝑋 

maka akan ditunjukkan 𝒦 lengkap dan terbatas total. 

(i) Akan dibuktikan bahwa 𝒦 lengkap. Berdasarkan teorema sebelumnya telah 

dibuktikan bahwa 𝒦 lengkap. 

(ii) Akan dibuktikan bahwa 𝒦 terbatas total. Berdasarkan Teorema 10. jika barisan (𝐴𝑛) 

yang terbatas total di 𝑋 akibatnya 𝑋 juga terbatas total. Diambil 𝜀 > 0 sebarang maka 

terdapat himpunan berhingga {𝑥𝑖 ∈ 𝑋: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} sehingga 𝑋 ⊆ ⋃ 𝐵 (𝑥𝑖 ,
𝜀

3
)𝑛

𝑖=1 . 

Didefinisikan {𝐶𝑘 ∈ 𝑋: 1 ≤ 𝑘 ≤ 2𝑝 − 1, 𝑝 ∈ ℕ} koleksi gabungan tak kosong dari 

penutup bola. Sebab 𝑋 kompak maka penutup kompak. Karena untuk setiap 𝐶𝑘 terdiri 

dari gabungan bola berhingga yang kompak maka 𝐶𝑘 kompak, artinya 𝐶𝑘 ∈ 𝒦. 

Selanjutnya akan ditunjukkan 𝒦 ⊆ ⋃ 𝐵ℎ
2𝑝−1
𝑘=1 (𝐶𝑘, 𝜀). Diambil 𝑍 ∈ 𝒦, maka akan 

ditunjukkan terlebih dahulu 𝑍 ∈ 𝐵ℎ(𝐶𝑘, 𝜀) untuk suatu 𝑘. Selanjutnya diambil  

𝑆𝑧 ≔ {𝑖: 𝑍 ∩ 𝐵(𝑥𝑖, 𝜀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ≠ ∅}. 

kemudian dipilih indeks 𝑗 sehingga  

𝐶𝑗 = ⋃ 𝐵 (𝑥𝑖,
𝜀

3
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑖∈𝑆𝑧

. 

Karena 𝑍 ⊆ 𝐶𝑗, maka diperoleh 𝐷(𝑍, 𝐶𝑗) = 0. Misalkan 𝑐 ∈ 𝐶𝑗, maka terdapat 𝑖 ∈ 𝑆𝑧 

dan 𝑧 ∈ 𝑍 sehingga berlaku 𝑐, 𝑧 ∈ 𝐵 (𝑥𝑖,
𝜀

3
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
. Akibatnya berdasarkan Teorema 4. (3) diperoleh 

𝑑(𝑐, 𝑍) ≤
2

3
𝜀. Karena dipilih sebarang 𝑐 maka diperoleh 𝐷(𝐶𝑗 , 𝑍) ≤

2

3
𝜀. Selanjutnya diperoleh 

metrik Hausdorff ℎ(𝑍, 𝐶𝑗)  = 𝐷(𝐶𝑗 , 𝑍) < 𝜀. Sehingga berlaku 𝑍 ∈ 𝐵ℎ(𝐶𝑗 , 𝜀) akibatnya 𝒦 

terbatas total. Dari pernyataan (i) dan (ii) karena 𝒦 lengkap dan terbatas total maka 𝒦 

kompak. Jadi disimpulkan bahwa ketika ruang metrik 𝑋 kompak maka 𝒦 kompak.      ∎ 
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SIMPULAN & SARAN  

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan dapat ditarik beberapa kesimpulan berikut ini, 

ruang metrik Hausdorff adalah pasangan berurut (𝒦, ℎ) dengan 𝒦(𝑋) ≔ {𝐴|𝐴 ⊆ 𝑋, 𝐴 ≠
∅, 𝐴 kompak} dan ℎ metrik Hausdorff pada 𝒦, ruang metrik Hausdorff 𝒦 lengkap jika ruang metrik 

𝑋 lengkap, serta ruang metrik Hausdorff 𝒦 kompak jika ruang metrik 𝑋 kompak. Penelitian ini dapat 

dikembangkan lagi dengan membuktikan kekompakan lokal (locally compact) jika (𝑋, 𝑑) kompak 

lokal maka (𝒦, ℎ) kompak lokal. 
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