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Abstrak

Pelabelan total super simpul ajaib (PTSSA) merupakan bentuk khusus dari pelabelan total
simpul ajaib, yang mana pada PTSSA label-label terkecilnya terletak pada simpul-simpulnya.
Selain pada graph tunggal, PTSSA juga dapat dimiliki oleh beberapa graph sejenis yang berordo
sama. Salah satunya pada beberapa graph sikel berordo sama. Pada skripsi ini dibahas tentang
metode yang digunakan untuk membentuk PTSSA pada beberapa graph sikel berordo sama.
Dalam penelitian ini, hal pertama yang diperhatikan adalah adanya PTSSA pada graph tunggal
yang akan diberi label. Kemudian dibuktikan keteraturan derajat dari simpul-simpulnya. Setelah
itu, dasar-dasar pelabelan pada graph r — teratur dianalogikan pada graph yang akan diberi label.
Akhirnya, PTSSA dikonstruksi pada graph berordo sama sebanyak k. Berdasarkan penelitian ini,
metode untuk membentuk PTSSA pada beberapa graph sikel berordo sama adalah sebagai berikut:
1. Ambil sebuah graph sikel lengkap dengan PTSSA nya, 2. Tentukan nilai bilangan ajaibnya, 3.
Tentukan nilai k, 4. Ubah PTSSA pada graph sikel tunggal ke label alami, 5. Bentuk himpunan
M (k), 6. Gambar graph C,, sebanyak k dan beri label netral pada masing-masing graph tersebut
berdasarkan anggota M (k) sehingga terbentuk label netral pada C,, sebanyak k, 7. Ubah label pada
kC, dengan bilangan asli dengan aturan v (c,v;) = A (V) + A (vy) dan ye(c, vivy) =
Y (vi, vj) + A.(v;, v;). Karena metode ini diperoleh dengan menurunkan dasar-dasar pelabelan
dari graph teratur, maka metode ini hanya dapat diterapkan pada graph teratur yang memiliki
PTSSA. Selain itu, pada skripsi ini juga diberikan beberapa graph yang dalam jumlah tunggalnya
tidak memiliki PTSSA. Graph tersebut adalah graph yang memuat simpul terisolasi, graph lintasan
P,, dan graph roda W,.

Kata Kunci : Pelabelan Total Super Simpul Ajaib, Metode Pelabelan Total Super Simpul
Ajaib.
PENDAHULUAN

Dapat dikatakan bahwa Teori Hal lain yang menarik dari teori

Graph berawal pada tahun 1736 ketika
Leonhard  Euler  mempublikasikan
bukunya mengenai pemecahan masalah
Jembatan Konigsberg yang berjudul
Solutio Problematis Ad Geometriam
Situs Pertinentis. Walaupun demikian,
minat akan Teori Graph baru
berkembang setelah tahun 1920 hingga
akhirnya buku teks tentang Teori Graph
muncul pada tahun 1936. Buku tersebut
ditulis oleh Denes Konig dengan judul
“The Teory of Finite and Infinite
Graphs” yang diterjemahkan dari bahasa
Jerman. Sejak itulah minat terhadap
Teori Graph berkembang pesat.

graph adalah meskipun hanya berawal
dari himpunan simpul dan himpunan sisi
yang menghubungkan simpul-simpul
tersebut, darinya bisa disusun bilangan-
bilangan ajaib yang biasa disebut label
ajaib. Masing-masing bilangan yang
merupakan bilangan bulat positif akan
diletakkan pada setiap simpul atau sisi-
sisinya. Dalam buku Magic Graphs
(Marr dan Wallis, 2013), inilah yang
disebut pelabelan pada graph. Ketika
bilangan tidak hanya diletakkan pada
masing-masing simpul atau sisi saja
tetapi  terhadap  keduanya, maka
pelabelan ini disebut pelabelan total.
Pelabelan pada graph pertama Kali
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diperkenalkan oleh Sadlack (1964),
kemudian Stewart (1966), Kotzig dan
Rosa (1970).

Menurut Stewart, sebuah graph
terhubung disebut pelabelan ajaib jika
label pada semua sisi yang terhubung
dengan sebuah simpul v jumlahnya
sama seperti ketika hal yang serupa
diterapkan untuk semua simpul pada
graph tersebut. Dimana semua label
pada sisi tersebut adalah bilangan bulat
yang berbeda. (Galli, 2012)

Selanjutnya, ketika jumlah dari
label simpul dengan label semua sisi
yang terhubung pada simpul tersebut
adalah sama seperti saat hal serupa
diterapkan untuk semua simpul pada
graph tersebut, maka pelabelannya
disebut pelabelan total simpul ajaib
(PTSA). Sebaliknya, saat jumlah label
sisi dengan label pada kedua simpul
yang dihubungkan oleh sisi tersebut
adalah sama seperti saat hal serupa
diterapkan untuk semua sisi pada graph
tersebut, maka pelabelannya disebut
pelabelan total sisi ajaib. (Marr dan
Wallis, 2013).

Selain itu, dalam sebuah penelitian
yang berjudul Two new methods to
obtain super vertex-magic total labelings
of graphs (G6mez, 2008), pada
pelabelan terhadap unsur-unsur graph
juga dikenal pelabelan total super
simpul ajaib (PTSSA), yaitu pelabelan
total simpul ajaib di mana label
terkecilnya terletak di salah satu
simpulnya.

Banyak matematikawan yang telah
mengadakan  penelitian ~ mengenai
pelabelan total super simpul ajaib.
Diantaranya adalah penelitian yang
dilakukan oleh Mac Dougal, Miller, dan
Sugeng dalam (Joseph A Gallian, 2012).
Mereka menunjukkan bahwa C,
mempunyai PTSSA jika dan hanya jika
n bernilai ganjil, dan tidak ada graph
bipartit lengkap yang mempunyai

pelabelan total simpul ajaib. Selain itu,
mereka juga memberikan sebuah
konjektur bahwa jika n = 0(mod 4),
n >4, maka K, mempunyai sebuah
PTSSA. Kemudian Goémez (2007)
memunculkan sebuah proposisi bahwa
jika G adalah sebuah graph r — teratur
yang mempunyai PTSSA dan k adalah
sebuah bilangan bulat positif sedemikian

hingga W adalah bilangan bulat,

maka kG juga mempunyai PTSSA.
Sebagai akibat dari proposisi ini,
diperoleh bahwa jika n dan k adalah
bilangan ganjil atau jika n = 0(mod4)
dan n >4, maka kK, mempunyai
sebuah PTSSA. Akibat ini, oleh Gémez
diperkuat dengan menunjukkan sebuah
metode  yang  digunakan  untuk
membentuk PTSSA pada graph kK.

Dari proposisi yang diungkapkan
oleh Gémez tersebut, dan berdasarkan
fakta bahwa graph C,, merupakan graph
r — teratur serta untuk n ganjil graph
C, mempunyai PTSSA, maka Kkita
mempunyai sebuah akibat yang lain,
yaitu jika n dan k adalah bilangan
ganjil, maka kC, mempunyai sebuah
PTSSA. Selanjutnya menimbulkan suatu
permasalah baru yaitu, apakah metode
yang digunakan untuk membentuk
PTSSA pada graph kK, juga dapat
diterapkan pada graph kC,,, untuk suatu
k bilangan bulat positif, dimana

w menghasilkan bilangan bulat?
Selain itu, graph apa saja yang memiliki
dan yang tidak memiliki PTSSA? Pada

skripsi ini akan dibahas mengenai hal
tersebut.

HASIL PENELITIAN

Definisi 3.1 [Ribhan, 2004]. Sebuah
PTSSA adalah sebuah PTSA dengan
penambahan sifat,

y(V)={1,2,..,n}

yE)={(n+1),(n+2),..,(n+m)
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Sifat di atas menyiratkan bahwa label
terkecilnya terletak pada simpul-
simpulnya dan label terbesarnya terletak
pada sisi-sisinya.

Teorema 3.1 [GOomes, 2007]. Jika G
mempunyai sebuah PTSSA, maka

m(m+1) (n+1)

h=2m+ >

Lemma 3.1 [Ribhan, 2004]. Jika G
mempunyai sebuah PTSA, maka

Akibat 3.1 [Ribhan, 2004]. Jika G
mempunyai PTSSA dengan konstanta
ajaib h, maka

41n+21
18

Akibat 3.2 [Ribhan, 2004]. Jika G
mempunyai  sebuah PTSSA, maka
nlm(m+1) untuk n ganjil, dan
n|2m(m + 1) untuk n genap.

h >

Teorema 3.2 [Ribhan, 2004]. Jika
sebuah graph r —teratur yang
berordo n mempunyai sebuah PTSSA
maka n danr mempunyai paritas yang
berbeda dan

Jikan = 0mod 8 makam
0 mod 4

Jikan = 4 mod 8 makam
2 mod 4

Teorema 3.3 [Ribhan, 2004]. Graph
sikel C,, mempunyai PTSSA jika dan
hanya jika n merupakan bilangan
ganjil.

Bukti: Andaikan V(C,) = x4, %3, ..., Xp.
Ambil y=V(C,) - Z* dengan
y(x;) =i,i=1,2,..,n. Didefinisikan
label sisi x;x;,, sebagai berikut,

V(xixi+1)' =
2n — %, untuk i ganjil

-1 i .
2n — nT — %,untuk i genap

(3.5)

(=) Jika graph sikel C,, mempunyai
PTSSA maka n merupakan bilangan
ganjil. Ambil w(x;) yaitu bobot dari
masing-masing simpul pada sikel C,,
maka w(x;) =w(xy) = =w(x,) =
h. Berdasarkan definisi 2.37, cara lain
untuk menghitung bobot dari setiap
simpulnya adalah

w(x) = y(x) +y(—1x) + y(xixieg)

Untuk i ganjil, suku yang kedua adalah
pelabelan sisi untuk i genap dan suku
ketika adalah pelabelan sisi untuk
i ganjil. Sehingga persamaan menjadi

) n—1 i
wkx) =i+2n————-+2n

2 2
i—1
2
__+3n+2—i+4n—i+1
—t 2 2
_7n+3
2

Karena w(x;) = h, maka itu harus
merupakan bilangan bulat. Untuk
membuat hasilnya berupa bilangan bulat
maka n haruslah ganjil. Untuk i genap,
suku yang kedua adalah pelabelan sisi
untuk i ganjil dan suku ketika adalah
pelabelan sisi untuk igenap. Sehingga
persamaan menjadi

. i—1 n—1
w(xi)=l+2n—T+2n— >
i
2
o 4dn—-i+2 3n+1-i
=1+ > + 5
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Karena w(x;) = h, maka itu harus
merupakan bilangan bulat. Untuk
membuat hasilnya berupa bilangan bulat
maka n haruslah ganjil.

(<) Menggunakan teorema 3.2 Kkita
dapat mengetahui bahwa ketika sebuah
graph  r —teratur dengan ordo n
mempunyai sebuah PTSSA maka n dan
r memiliki paritas yang berlawanan.
Graph sikel C,, merupakan graph
2 — teratur, artinya r genap, maka
berdasarkan teorema 3.2 haruslah n
ganjil. Sehingga kita menyimpulkan
bahwa jika ada graph C,, di mana n
genap maka disana tidak ada PTSSA.

Nilai dari konstanta ajaib pada graph
kG

Untuk k sebuah bilangan positif,
pertama kita bentuk h(kG), konstanta
ajaib dari graph kG sebagai sebuah
fungsi dari h(G), yaitu konstanta ajaib
dari graph G yang termasuk PTSSA.

Lemma 3.2 [Gémes, 2008]. Ambil h(G)
sebagai konstanta ajaib dari sebuah r-
teratur graph G, dengan ordo n dan m
sisi. Konstanta ajaib dari graph kG

diberikan oleh
h(kG) = kh(G) — —("‘1)2(”1)

Bukti: Dari teorema 3.1 kita
mempunyai

m(m+1)+(n+1)

h(G) =2m + 3
Sehingga,
km(km + 1
h(kG) = 2km + km(km + 1)
kn
4 kn+1
2

m(km+1)+kn+1

=2k
m + >

km?4+m kn+1
+

= 2km +
mn 2

_ 4kmn + 2km? + 2m+ kn? +n
N 2n

_kn? + 2km? + 4kmn + k(n +2m) — k(n + 2m) + n+2m

2n

_ k(m? +2m? + 4mn +n+ 2m) — (k — 1)(n + 2m)

2n

2n

(4mn+n?+n+2m? + Zm)]

(k—=1)(n+2m)
B 2n

- (dmn+2m(m+1)+n(n+1)
B [ 2n
(k—D(n+2m)
B 2n

m(m + 1) N (n+ 1)]
2

=k[2m+

(k—=1(n+2m)
B 2n

n+2m
2n

=k(h(G)) — (k- 1)

Karena G adalah r — teratur, maka

r= sz S nr = 2m, sehingga
diperoleh,
n+nr
h(kG) = k(h(G)) — (k — 1) o
_ n(r+1)
=k(h(®)) - (k—1) >
— k(h@) - k- DY er b
= k(h(®))
B (k—1D(r+1)
2

Persamaan 3.6 terbukti benar.
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Pelabelan alami pada graph kG

Definisi 3.2 [GOmes, 2008]. Ambil G
sebagai sebuah graph r — teratur
dengan ordo n, yang mana termasuk
PTSSA, dengan pemetaan A;. Maka
label alami dari kG adalah sebuah
pemetaan injektif A¢(VUE) =
{1,2,...,i},i € N yang memenuhi

k—1

A =u - kVG(u) T

1 3

g 10 38 ag
2 23
7 28 32
9 3 18 a3 13
PTSSA PTSSA alami

Pelabelan netral pada graph kG

Didefinisikan M (k) = {2, =% +

2 2
1, %D _ ¢ (k_l)} dengan k € Z
2 2

Definisi 3.3 [Gémes, 2008]. Ambil &
sebagai bilangan bulat positif. Sebuah
pelabelan netral dari G dengan unsur
dari M(k) adalah pemetaan A yang
memenuhi

AV UE - M(k)
Untuk masing-masing v; € V
wy(v) =0

di mana w, (v;) adalah bobot pemetaan
A pada simpul v;.

Proposisi 3.1 [Gomes, 2008]. Ambil G
sebagai sebuah graph teratur dengan
derajat genap r. Di sana tidak ada
pelabelan netral dari G dengan unsur
dari M (k) untuk k genap.

Bukti: Karena r+ 1 ganjil, ketika
k genap, untuk

+3 k 3k
2"7772 2’2

maka jumlah semua elemen M (k)
dengan banyak ganjil tidak ada yang
sama dengan nol untuk suatu k bilangan
genap. Oleh karena itu kita punya bahwa
disana tidak ada pelabelan netral dari G
dengan unsur M(k) untuk k genap.
Sehingga jelas bahwa tidak ada
pelabelan netral pada r — teratur
dengan r genap dan k genap.

Definisi 3.4 [Gémes, 2008]. Dua label
netral dari G = (V,E), A,dan A, adalah
compactible jika hanya jika A;(v;) #
A, (v;) untuk masing-masing v; € V dan
Al(vivj) * Az(vivj) untuk maSing'
masing v;v; € E.

Definisi 3.5 [GOmes, 2008]. Sebuah
himpunan dari g < k label netral dari G
dengan anggota  M(k) adalah
compactible jika dan hanya jika mereka
merupakan pasangan yang compactible.

Teorema 3.4 [Gomes, 2008]. Ambil k
sebagai bilangan bulat positif dan ambil
G sebagai graph r — teratur. Jika

W=D adalah  sebuah  bilangan

bulat, maka G mempunyai k label netral
yang compactible dengan element dari
M(k).

Bukti: Teorema Vizing mengatakan
bahwa sebuah graph dapat diberikan
pewarnaan sisi dengan A atau A+ 1
warna, di mana A adalah derajat
maximum dari suatu graph. Sehingga
pada kasus ini r — teratur bias ditulis
A — teratur. Disamping itu,
berdasarkan teorema Vizing untuk suatu
graph G yang merupakan A — teratur,
disana ada sebuah partisi Sy, S5, ..., Sa+1
dari V(G) VU E(G) sedemikian hingga
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setiap v; e V(G) dan je€{1,2,..,A+
1} berlaku v; € §; dan tidak ada sisi
yang terkait dengan v; yang sesuai
dengan §;, atau v; €S; dan disana
terdapat tepat satu sisi yang terkait
dengan v; yang sesuai dengan ;.

Disini dibagi menjadi dua kasus
KASUS |
Ketika A + 1 genap.

Pada kasus ini, kita kembali ke
pelabelan A;,1 = 1,2, ..., k didefinisikan
oleh:

k+1
M) = L= ——

untuk x € S;,j = 1 (mod 2)

(x)_k+1 z

untuk x € S;,j = 0 (mod 2)

Itu dapat diperiksa bahwa
{A,(0)|l=1,2,...,k} =M(k) untuk
j=12,..,A+1. Bahkan, untuk
masing-masing v; €V dan untuk
masing-masing [ = 1,2, ..., k, wy, (v;) =
0. Sehingga, k label A;(x) merupakan
pelabelan netral yang compactible untuk
setiap k bilangan bulat positif.

KASUS 11

Ketika A + 1 ganjil. Pada kasus ini k
adalah bilangan ganjil, dan kita kembali
ke pelabelan A,l=1,2,..k
didefinisikan oleh:

k+1
N(x)=1- untuk x € §j,
J
=1 (mod 2),j
<A

k+1
M) = —— 1

untuk x € S;,j = 0 (mod 2),j <A
AI(X) =[l-1

k+1
untuk x € Sy, 1 S( )

Al(x):l—k—l

(k+1)
2

untuk x € S,1 >

k+3
M) = —— 2

k+1D
untuk x € Sp;q,1 <

3k+3

AZ(X) = — 21

(k+1)

untuk x € Sy, 1,1 > >

Seperti sebelumnya, jika j <A Kita
mempunyai A, ()|l=1,2,..,k} =
M (k). Bahkan, jika j = A himpunan
(A =“Y =10,1,.., 75,

2

sedangkan himpunan

k
{icolr> 52 =
{%@—1} Disamping itu,
jika j=A kita mempunyai
{AL(X)” =12,..,
Terakhi
r, jika
j=A+
1
himpun s
an
{a
{—(k—l) -

2 ’

k} = M(k).

sedang
kan  himpunan { l(x)|l>(k+1)}

—(k=3) —(k=7) (k—3)
{ T, T } Disamping

itu, jika j=A4+1 kita mempunyai
{A,(0)|l=1,2,..,k} = M(k). Bahkan
untuk masing-masing v; € V dan untuk




Metode Pelalielan Total Super Siompd Ajail Dade Grapbosratd Sihel | 2014

masing-masing [ = 1,2, .., k,wy,(v;) =
0. Sehingga, k label A;(x) merupakan
pelabelan netral yang compactible untuk
setiap k bilangan bulat positif. Jadi
terlihat jelas bahwa ada k label yang
compactible.

Teorema 3.5 [GOmes, 2008]. Ambil k
sebagai sebuah bilangan bulat positif.
Jika graph G adalah graph r — teratur
yang memiliki sebuah PTSSA dan

E-DEH) - adalah  sebuah  bilangan

bulat, maka graph kG mempunyai
sebuah PTSSA.

Bukti: Berdasarkan teorema 3.3, kG
termasuk pelabelan netral. Ambil A,
dan A, c=1,2,..,k sebagai label
alami dari kG dan k label netral yang
compactible dari G. Kita definisikan
pemetaan y; sebagai

Yie:V(kG) U E(kG)
-{1,2,..,kn kn
+1,..., k(n+m)}

Sedemikian hingga,

Vi (€, Vi) = Ly (Vi) + Ac(vy)
Yic (6 viv)) = A (Vi v)) + Ac (Wi, v))
Sehingga

Wyke (¢, vi)
= Vi (€, Vi)
+ Z Yra(c, (Vi, v)))
(cvj)eN(ewy)
= kye(v;) + Ay (c,vy)
k-DA+1D
2

+ z kyke

(C,‘Uj)EN(C,‘Ui)

)

(c,v]-)EN(c,vi)

Awe (c, (vi, vj))

k-1 +1)

= kh(G) — >

Yang mana sesuai dengan lemma 3.1.
Jadi terbukti bahwa kG mempunyai
sebuah

PTSSA.

Akibat 3.3 Ambil n dan k sebagai dua
bilangan bulat positif. Jika n dan k
merupakan bilangan ganjil, maka graph
kC,, mempunyai PTSSA.

Bukti: Karena n merupakan bilangan
ganjil, berdasarkan teorema 3.3 graph
C, memiliki PTSSA. Kemudian ketika k

merupakan bilangan  ganjil, w
merupakan bilangan bulat. Sehingga,
berdasarkan teorema 3.5, graph kC,
memiliki PTSSA jika n dan k

merupakan bilangan ganjil.

Metode Pelabelan Total Super Simpul
Ajaib

1. Ambil sebuah graph C,, lengkap
dengan PTSSAnya.

Berdasarkan teorema 3.3, graph C,, yang
memiliki PTSSA hanyalah graph C,
yang berordo ganjil. Maka, disini
sebagai contoh diambil graph Cs berikut
lengkap dengan label total super simpul
ajaibnya.

2. Tentukan nilai h berdasarkan
teorema 3.1.

Karena disini yang digunakan adalah

graph Cs, maka nilai dari n =m =5.

Sehingga diperoleh h = 2m + @ +

(n+1) _ 5(5+1) . (5+1)

=2'5+4—=4+—=10+
.2 5 2
2 4+%-10+6+3=19.
5 2
3. Tentukan nilai k, kemudian

hitung kemungkinan nilai h(kCy,).

Sesuai teorema 3.4 dan 3.5, nilai k harus
memenuhi (e D@+ € Z, dan sesuai
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Penyelidikan 2 nilai k ganjil. Disini
dipilih k = 5.

Selanjutnya menentukan nilai h(kC,)
berdasarkan lemma 3.1.

(k—1)(r+1)

h(kC,) = kh(G) — >

dan karena disini yang digunakan adalah
graph Cs maka berdasarkan

Penyelidikan 1 diperoleh h(kC,) =

kh(Cy) 2D = 5.19 - 20 =

95—3’2;4:95—6:89.

Sehingga kemungkinan nilai bilangan
ajaib untuk masing-masing graph Cs
pada 5C5 nanti adalah 89.

4. Ubah PTSSA pada C,, ke dalam
label alami.

Awalnya kita memiliki sebuah PTSSA
pada Cg. Dari sana kita ubah labelnya
menjadi label alami dengan berdasarkan
definisi 3.2. Label ini digunakan untuk
gambaran secara umum dari bilangan-
bilangan asli yang nantinya digunakan

pada PTSSA pada kC,,.
k-1
u = kyg(w) ———
5-1
u1=5-1—T=5—2=3
5—-1
Uy=5-2—-——=10-2=8
2
5—-1
u3 =5-3-——=15-2=13
5—-1
up=5-4-——=20-2=18
5—-1
us =5-5-——=25-2=23
5—-1
Ug=56—-——=30-2=28
5—-1
Uu; =57—-——=35-2=33

2

U =5-8-——=40-2=38

5—1
Ug=5-9———=45-2=43

U =510 ———="50-2=48

sehingga diperoleh,

1 3
8 10 38 43
5 2 23 8
6 7 28 33
4 9 3 18 43 13

PTSSA PTSSA alami
5. Bentuk himpunan M (k).
_ [~(k=1) —(k-1) (k-1
M) = {52, E2 1,2
1, (k;n} dengan k € Z

Karena k =5, maka himpunan M (k)
diperoleh,

~-5-1) —(5-1
M(k)={ -1 G-
G-1

+1,..., >

G-1

-8 }

M(k) = {-2,-1,0,1,2}

6. Gambar graph C, sebanyak k
dan beri label netral pada masing-
masing graph C,, berdasarkan anggota
M (k) yang sudah terbentuk, sehingga
terbentuk label netral pada C, yang
compactible sebanyak k.

Sesuai definisi 3.4 dan 3.5, disini ada 5
label netral yang compactible. Dan
berdasarkan definisi 3.3 5 label netral
yang compactibel yang terbentuk adalah
sebagai berikut,
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7. Ubah label pada kC, dengan
bilangan asli menurut aturan
Y (6 V1) = L (Vi) + Ac(vi) dan
YkG (c, vivj) = Ake (vi,vj) + Ac(vi,vj).
Sehingga untuk masing-masing graph
sikel dari k, di mana k dihitung dari kiri
atas hingga kanan bawah akan berubah
menjadi seperti berikut:

Untuk k=1, Ilabel pada simpul-
simpulnya adalah 3+ (-2)=1; 8+
(-1)=7;13+0=13; 18 + 1 =

19; 23 + 2 = 25.Untuk label sisinya
adalah 48+2=50;33+(—1) =
32;43+1=44;28+(-2) =

26;38 + 0 = 38.

Untuk k=2, label pada simpul-
simpulnya adalah 3+ (—-1) =2; 8+
0=8;13+1=14; 18+ 2 =
20; 234+ (—2) =21. Sedang untuk
label sisinya adalah 48+ (—1) =
47;33+1=34;43+ (-2) =
41;28 4+ 0 = 28;38 + 2 = 40.

Untuk k=3, label pada simpul-
simpulnya adalah 3+0=3;8+1=
9;13+2=15; 18+ (-2) =

16; 23+ (—1) =22. Sedang untuk
label sisinya adalah 48 + 1 = 49;33 +
(=2)=31;43+0=43;28+2 =
30;38 + (—1) = 37.

Untuk k =4, label pada simpul-
simpulnya adalah 3+1=4;8+2=

10; 13+ (=2) = 11; 18 + (=1) =

17; 23+ 0 = 23. Sedang untuk label
sisinya adalah 48 4+ (—2) = 46;33 +
0=133;43+2=4528+(-1) =
27;38+ 1 = 39.

Untuk k=5, label pada simpul-
simpulnya adalah 34+2=5;8+
(-2)=6; 13+ (-1)=12; 184+ 0 =

18; 23 + 1 = 24. Sedang untuk label
sisinya adalah 48+ 0 =48;33+2 =
35;43 + (—=1) = 42;28+1 =

29;38 + (—2) = 36.

38 50 40 47 37

8. PTSSA pada kC, sudah
terbentuk dengan nilai h sesuai dengan
perkiraan pada langkah ke 2.

Gambar di atas merupakan graph 5Cs
dengan PTSSAnya. Terlihat untuk
bilangan ajaibnya adalah 89 sesuai
dengan bilangan ajaib yang kita peroleh
menggunakan lemma 3.1 pada langkah
ke 2.

GRAPH YANG TIDAK MEMILIKI
PTSSA

1. Graph yang memiliki simpul
berderajat satu
Teorema 3.6 [Super Vertex-magic
Total Labelings of Graph, 2004].
Jika G mempunyai sebuah simpul
berderajat satu, maka G tidak
mempunyai pelabelan super simpul
ajaib.
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Bukti: Ambil G sebagai graph
dengan ordo v > 3 dan v, sebagai Y(Vivis1)
sebuah simpul berderajat satu di G. 3n+i jika i ganjil
Maka v, mempunyai sebuah =1, 2
tetangga yang unik yaitu v; dengan n+i ika i
6>1. Ambil eyeq, ..., e5.1 2 Jkat genap

sebagai sisi yang terkait dengan v,
di mana ey =wvivy. Anggap G
mempunyai sebuah PTSSA, maka

h =y, +v(ep)

=y(y) +y(e) ty(e) + -
+ y(es-1)

sehingga, y(vo) —y(v1) =y(e;) +
y(ey) + -+ y(es—1). Karena vy
adalah PTSSA, semua bentuk di
ruas kanan harus lebih besar dari v
dengan kata lain bentuk di sisi Kiri
kurang dari v. Jelas terjadi
kontradiksi, sehingga seharusnya G
tidak memiliki PTSSA.

Graph Lintasan P,

Teorema 3.7 [E-Super Vertex
Magic Labeling and V-Super Vertex
Magic Labeling, 2014]. Tidak ada
graph lintasan B, yang memiliki
PTSSA.

Bukti:  Ambil n>3 berupa
bilangan bulat ganjil, himpunan sisi,
dan himpunan simpul dari P, yang
diberikan oleh

V(R) ={1,2,..,n}
dan

E(R)={n+1,n+2,..,2n}

Definisikan y:VUE -
{1,2,..,2N — 1} sebagai berikut,
y(v) =1,

yw)=n—1+2,untuk 2<i<
n,
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Berdasarkan lemma 3.1, kita tidak

menemukan  bilangan  ajaibnya,
sehingga B, tidak mempunyai
PTSSA.

Graph Roda W,

Teorema 3.8 [Super Vertex-magic
Total Labelings of Graph, 2004].
Tidak ada graph roda yang
mempunyai PTSSA.

Bukti: Anggap W, dengan n > 2
mempunyai sebuah PTSSA. Maka
v =n+ 1dan e = 2n, sehingga

w+e)v+e+1) v+1
h = -
v 2

_@Bn+1)Bn+2) n+2
B n+1 2

3 17n% + 15n + 16
B 2n+2

((%;n-+1)(2n—k2))4—14

2n+ 2

Karena untuk n > 2, 2n + 2 tidak
selalu habis membagi 14
mengakibatkan h bukan berupa
anggota bilangan bulat.

Sehingga tidak ada graph roda yang
dapat mempunyai sebuah PTSSA. m

KESIMPULAN
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Berdasarkan pembahasan pada bab
sebelumnya, dapat disimpulkan
beberapa hal sebagai berikut:

Pelabelan total super simpul ajaib
adalah bentuk khusus dari pelabelan
total simpul ajaib dengan penambahan
sifat label-label terkecilnya terletak pada
simpul-simpulnya.  Kemudian nilai
bilangan ajaib dari pelabelan total super
simpul  ajaib adalah h=2m+

@+ (’12;1) Selain itu tidak semua

graph memiliki pelabelan total super
simpul ajaib. Ada beberapa syarat yang
harus dipenuhi sehingga darinya bisa
dibentuk pelabelan total super simpul
ajaib. Syarat-syarat itu diantaranya
adalah banyaknya sisi paling sedikit

2 oy - .
adalah ?" batasan nilai bilangan
41n+21

ajaibnya adalah h > , untuk n

banyak simpul dan m banyak sisi, maka
harus memenuhi n|m(m + 1) untuk n
ganjil, dan n|2Zm(m+1) untuk n
genap.

Sedang untuk graph-graph khusus
yang memiliki pelabelan total super
simpul ajaib antara lain adalah graph
teratur dengan syarat n danr
mempunyai peritas yang berbeda dan
jika n = 0mod 8 maka = O0mod 4 ,
jlka n =4mod8 maka m =
2 mod 4. Kemudian graph sikel dengan
syarat memiliki ordo ganjil.

Berikutnya ketika sebuah graph G
memiliki pelabelan total super simpul
ajaib, belum tentu ia memiliki pelabelan
total super simpul ajaib untuk kG.
Begitu juga sebaliknya. Misalnya pada
graph sikel C,, kC, akan memiliki
pelabelan total super simpul ajaib jika
dan hanya jika n dan k merupakan
bilangan ganjil.

Selanjutnya, untuk dasar-dasar dari
metode penyusunan pelabelan total
super simpul ajaib, terlihat bahwa
semuanya berawal dari graph teratur dan
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graph yang memiliki pelabelan total
super simpul ajaib. Jadi untuk graph
diluar itu, metode ini tidak bisa
diterapkan. Adapun metode untuk
pelabelan total super simpul ajaib adalah
sebagai berikut:

1. Ambil sebuah graph C, lengkap
dengan pelabelan total super simpul
ajaibnya.

2. Tentukan
teorema 3.1.

3. Tentukan nilai k, kemudian hitung
kemungkinan nilai h(kC,).

4. Ubah pelabelan total super simpul
ajaib pada C,, ke dalam label alami.

nilai  h berdasarkan

5. Bentuk himpunan M (k).

6. Gambar graph C, sebanyak k dan
beri label netral pada masing-
masing graph C,, berdasarkan
anggota M(k) yang sudah

terbentuk, sehingga terbentuk label
netral pada C, yang compactible

sebanyak k.
7. Ubah label pada kC, dengan
bilangan asli  dengan aturan

Yre (6, Vi) = Ak (vy) + A (v;) dan
)/kG(C, vivj) = lkG(vi,vj) +
Ac(vi,vj).

8. Pelabelan total super simpul ajaib
pada kC, sudah terbentuk dengan
nilai h sesuai dengan perkiraan
pada langkah ke 2.

Dan adapun graph yang tidak
memiliki pelabelan total super simpul
ajaib antara lain adalah graph yang
memiliki simpul berderajat 1, graph
lintasan B,, dan graph roda IW/,,.

SARAN

Untuk penelitian selanjutnya disarankan
membahas tentang metode pelabelan
pada graph selain pelabelan total,
misalnya pelabelan graceful,
Harmonious, prime, vertex prime, dan
masih banyak lagi. Selain itu graph yang
diteliti adalah graph yang masih jarang
digunakan seperti graph bintang,graph
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kubik, graph Petersen, graph bipartite,
dan lain-lain.
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